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1. fejezet

Bevezetés

Napjainkban az algebrai problémák számítógépes vizsgálata egyre nagyobb
teret hódít. Ezen kutatások egyik iránya egy véges algebra feletti ekvivalen-
cia, illetve egyenletmegoldhatóság problémák bonyolultságának meghatáro-
zása.

Adott A véges algebra feletti ekvivalencia probléma azt kérdezi, hogy
tetsz®leges A feletti p és q kifejezések ekvivalensek-e vagy sem, azaz p és q
azonos értéket vesznek-e fel bármely A-beli helyettesítésre. Az A véges al-
gebra feletti egyenletmegoldhatóság probléma azt kérdezi, hogy tetsz®leges A
feletti p és q kifejezésekre a p = q egyenlet megoldható-e, azaz létezik-e olyan
A-beli helyettesítés, melyre p = q. Ezen problémák mindig eldönthet®ek a
változók összes lehetséges helyettesítésének ellen®rzésével. Az érdekesebb kér-
dés, hogy milyen gyorsan tudunk dönteni, azaz ezen döntési problémák mely
bonyolultsági osztályba esnek.

A kérdés legel®ször 1990-ben gyógyszeripari kísérletek összehangolásával
kapcsolatban véges kommutatív gy¶r¶kre merült fel [14]. Az els® eredmények
megjelenése óta a problémakört er®s nemzetközi érdekl®dés övezi különbö-
z® véges algebrákra. Gy¶r¶k felett Burris és Lawrence [2], Horváth [7, 9],
Horváth, Lawrence és Willard [11], Szabó és Vértesi [24, 25, 26], csoportok
felett Burris és Lawrence [3], Goldmann és Russel [5, 6], Horváth, Lawrence,
Mérai és Szabó [10], Horváth [8], Horváth és Szabó [12, 13], monoidok és
félcsoportok felett Klíma [16, 17, 18], Larose és Zádori [19], Seif [21], Seif
és Szabó [22, 23], Tesson és Thérien [27] foglalkozott a késéskörrel. A dolgo-
zat néhány olyan véges mátrixcsoportra vizsgálja az egyenletmegoldhatóság
bonyolultságát, melyre az mindeddig megoldatlan volt.

Véges, nilpotens csoportok felett az egyenletmegoldhatóság és az ekvi-
valencia is P-beli [3, 6]. Véges, nem feloldható csoportok felett az egyen-
letmegoldhatóság NP-teljes [6], az ekvivalencia coNP-teljes [10]. Véges, fel-
oldható, de nem nilpotens csoportok felett nagyon kevés eredmény ismert
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a fenti problémákra. Horváth és Szabó néhány véges, meta-Abel csoport-
ra bizonyította, hogy az egyenletmegoldhatóság és ekvivalencia problémák
P-beliek [12, 13]. A dolgozatban néhány olyan véges mátrixcsoport feletti
egyenletmegoldhatóság, illetve ekvivalencia probléma bonyolultságát hatá-
rozzuk meg, amelyre ezek eddig még nem voltak ismertek. A T (m,Fq) cso-
port speciális részcsoportjaira, a szemipattern csoportokra vizsgáljuk ezen
problémákat. A szemipattern csoportokat, olyan m × m-es fels®-háromszög
mátrixok alkotják, amelyek f®átlójának i-edik eleme az F×q csoport egy Hi

részcsoportjából származik, továbbá a f®átló felett néhány, rögzített helyen
nulla áll.

1. Tétel. A szemipattern csoportok feletti egyenletmegoldhatóság, illetve ek-
vivalencia problémák P-beliek.

Az 1.1. szakaszban megismerkedünk a probléma tárgyalásához szükséges,
alapvet® de�níciókkal, majd röviden összefoglaljuk a korábbi eredményeket.
Az 1. tétel bizonyításának alapötlete szerint egy mátrixcsoport feletti egyen-
letet visszavezetünk egy véges test feletti, speciális alakú egyenletrendszerre.
Ezért az 1.2. szakaszban felidézzük a véges testekre vonatkozó korábbi ered-
ményeket. A 2. fejezetben tetsz®leges szemipattern csoport feletti egyenlet-
megoldhatóságot visszavezetjük egy véges test feletti, speciális alakú egyen-
letrendszer megoldhatóságára. A fejezet végén a közölt algoritmus futásidejét
elemezzük.

1.1. De�níciók, jelölések

Legyen A véges algebra és jelölje A az A alaphalmazát. Egy A feletti n-
változós f(x1, x2, . . . , xn) m¶veleten egy f : An → A függvényt értünk. A
dolgozatban polinomokkal foglalkozunk. Az A feletti p(x1, x2 . . . , xn) polino-
mon egy, az x1, x2, . . . , xn változókból és A elemeib®l az algebra alapm¶vele-
teivel képzett kifejezést értünk.

Legyen p(x1, x2, . . . , xn) és q(x1, x2, . . . , xn) két A-beli polinom. Ekkor
p és q polinomokat ekvivalensnek nevezzük A felett, ha az x1, x2, . . . , xn

változók bármely (a1, a2, . . . , an) ∈ An helyettesítésére p(a1, a2, . . . , an) =
= q(a1, a2, . . . , an). JeleA |= p ≈ q. A p = q egyenletet megoldhatónak nevez-
zük A felett, ha az x1, x2, . . . , xn változóknak létezik, olyan (a1, a2, . . . , an) ∈
∈ An helyettesítése, melyre p(a1, a2, . . . , an) = q(a1, a2, . . . , an).

1.1. De�níció. Az A véges algebra feletti polinom ekvivalencia (röviden ek-
vivalencia) probléma bemenete két A feletti polinom p és q, és azt kérdezi,
hogy p és q ekvivalensek-e A felett, azaz A |= p ≈ q teljesül-e vagy sem. Az A
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véges algebra feletti polinom egyenletmegoldhatóság (röviden egyenletmeg-
oldhatóság) probléma bemenete két A feletti polinom p és q, és azt kérdezi,
hogy a p = q egyenlet megoldható-e vagy sem.

Mindkét probléma eldönthet® a változók összes lehetséges helyettesíté-
sének ellen®rzésével. Azonnal adódik tehát a kérdés, hogy milyen gyorsan
tudunk dönteni ezen problémákról, azaz a fenti döntési problémák mely bo-
nyolultsági osztályba esnek. A számítási bonyolultságot a bemenet hosszának
függvényében értelmezzük, így el®ször de�niálnunk kell polinomok hosszát.

1.2. De�níció. Az A algebra feletti p polinom hosszát rekurzívan de�ni-
áljuk és ||p||-vel jelöljük. Ha p egy konstans vagy egyetlen változóból álló
polinom, akkor ||p|| = 1. Ha f egy n-változós alapm¶velete az A algeb-
rának, akkor az f(p1, p2, . . . , pn) polinom hossza

∑n
i=1 ||pi||. Így speciálisan

||f(x1, x2, . . . , xn)|| = n.

Tehát egy polinom hosszán a benne szerepl® változók és konstansok mul-
tiplicitással vett számát értjük. Az algoritmus futásidejének jellemzéséhez
bevezetjük az O jelölést. Legyenek f, g : Z+ → Z+ függvények. Azt mondjuk,
hogy g(k) = O(f(k)), ha van olyan pozitív egész C, hogy minden pozitív
egész k-ra g(k) ≤ C · f(k).

Az alábbiakban bevezetjük a f®bb bonyolultsági osztályokat. Egy problé-
mát P-belinek nevezünk, ha Turing-géppel polinom id®ben eldönthet®, azaz
a probléma a bemenet hosszának polinomidejében eldönthet®. Tehát létezik
olyan pozitív egész c, hogy a k hosszú bemenetre a probléma O(kc) id®ben
eldönthet®. Egy problémát NP-belinek nevezünk, ha nemdeterminisztikus
Turing-géppel polinom id®ben eldönthet®. Ezzel ekvivalens, hogy az igen vá-
laszra létezik polinom méret¶ tanú és polinom id®ben ellen®rizhet®, hogy
a tanú valóban bizonyítja az igen választ. Egy problémát coNP-belinek ne-
vezünk, ha a nem válaszra létezik polinom méret¶ tanú és polinom id®ben
ellen®rizhet®, hogy a tanú valóban bizonyítja a nem választ. A bonyolultsági
osztályok precíz de�níciója, és a közöttük fennálló összefüggések részletesen
[4, 20]-ban megtalálhatóak.

Tetsz®leges A véges algebra feletti p(x1, x2 . . . , xn) = q(x1, x2 . . . , xn)
egyenletmegoldhatóság probléma NP-beli. Ugyanis, ha p(x1, x2 . . . , xn) =
= q(x1, x2 . . . , xn) megoldható, akkor létezik olyan (a1, a2 . . . , an) helyettesí-
tés, melyre p(a1, a2 . . . , an) = q(a1, a2 . . . , an). Ez a helyettesítés megfelel po-
linomiális tanúnak. Az A feletti p(x1, x2, . . . , xn) ≈ q(x1, x2, . . . , xn) ekviva-
lencia probléma coNP-beli. Ugyanis, ha p(x1, x2, . . . , xn) 6≈ q(x1, x2, . . . , xn),
akkor létezik olyan (a1, a2, . . . , an) helyettesítés, melyre p(a1, a2, . . . , an) 6=
6= q(a1, a2, . . . , an). Ez a helyettesítés megfelel polinomiális tanúnak.
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A dolgozatban els®sorban véges csoport feletti ekvivalencia és egyenlet-
megoldhatóság problémákat tárgyalunk. Véges csoport alatt egy nemüres G
halmazt értünk, melyen értelmezve van egy asszociatív szorzás m¶velet. Vé-
ges csoport esetén az invertálás kifejezhet® megfelel® hatványra történ® át-
írással. Így ezt nem tekintjük a csoport alapm¶veletének. A továbbiakban a
csoportok [15]-ben közölt, alapvet® tulajdonságait ismertnek tekintjük.

Egy G véges csoport feletti p(x1, . . . , xn) polinomon egy, az x1, . . . , xn

változókból és G elemeib®l képzett szorzatot értünk. Tetsz®leges G |= p ≈ q
ekvivalencia pontosan akkor teljesül, ha G |= pq−1 ≈ 1. Tehát véges csoportra
az ekvivalencia probléma eldöntéséhez elegend® ellen®rizni, hogy tetsz®leges
polinom értéke azonosan 1 vagy sem. Hasonlóan a G feletti p = q egyenlet
pontosan akkor megoldható, ha pq−1 = 1 megoldható. Tehet véges csoportra
az egyenletmegoldhatóság probléma eldöntéséhez elegend® ellen®rizni, hogy
tetsz®leges polinom értéke lehet-e 1 vagy sem. Végül a p polinom hosszán a
benne szerepl® változók és konstansok multiplicitással vett számát értjük.

Az alábbiakban egy ismert, csoport feletti egyenletmegoldhatóság és ek-
vivalencia bonyolultságának kapcsolatát leíró állítást közlünk.

1.3. Állítás. Ha egy G véges csoport felett az egyenletmegoldhatóság P-beli,
akkor G felett az ekvivalencia is P-beli.

Bizonyítás. A fenti állítás igazolásához legyen G alaphalmaza g1, g2, . . . gN ,
ahol g1 = 1. Tekintsük a G |= p ≈ 1 ekvivalenciát. Vegyük észre, hogy
G |= p ≈ 1 pontosan akkor nem teljesül, ha a p = gi egyenlet megoldha-
tó valamely i 6= 1 indexre. Tehát G |= p ≈ 1 eldönthet® N − 1 egyenlet
megoldhatóságának ellen®rzésével.

Véges csoport feletti egyenletmegoldhatóság és ekvivalencia problémára
a következ® bonyolultságelméleti eredmények ismertek.

2. Tétel. Az alábbi véges csoportok felett az egyenletmegoldhatóság P-beli.

1. Nilpotens csoportok [6];

2. G = Zp oB, ahol B véges kommutatív csoport, p prím [7];

3. G = Z4 oB, ahol B véges kommutatív csoport [7] ;

4. G = Z2
2 oB, ahol B véges kommutatív csoport, 2 - |B| [7] ;

5. G = Z2
p o Z2, ahol p páratlan prím [7].

Nem feloldható csoport feletti egyenletmegoldhatóság NP-teljes [6].

3. Tétel. Az alábbi véges csoportok felett az ekvivalencia P-beli.
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1. Nilpotens csoportok [6];

2. G = AoB, ahol A és B is Abel [7] ;

3. G = Zn oB, ahol a B feletti ekvivalencia probléma P-beli [7] ;

4. G = Zn1 o (Zn2 o · · · o (Znk
o (A o B))), ahol az ni-k pozitív egészek

és A, B kommutatívak [7].

Nem feloldható csoportok felett az ekvivalencia probléma coNP-teljes [10].

Megjegyezzük, hogy a szemipattern csoportok feletti egyenletmegoldha-
tóság és ekvivalencia problémák bonyolultsága ezen tételek segítségével több-
nyire nem eldönthet®.

1.2. Véges testek feletti egyenletmegoldhatóság

bonyolultsága

Az 1. tétel bizonyításának alapötlete szerint egy mátrixcsoport feletti egyen-
letet visszavezetünk egy véges test feletti, speciális alakú egyenletrendszerre.
Az alábbiakban két ismert, véges testekre vonatkozó bonyolultságelméleti té-
telt idézünk fel. Ezen eredmények általánosabban [7, 9, 11]-ben találhatóak
meg. A következ® speciális esetek áttekintésével az olvasó a teljes algoritmust
megismerheti a hivatkozások fellapozása nélkül.

1.4. Lemma. Legyen Fq a q elem¶ test, ahol q egy prímhatvány. Legyenek
H1, H2, . . . , Hd részcsoportok F×q -ben, |Hk| = hk minden 1 ≤ k ≤ d esetén.
Legyen p = p(x1, x2, . . . , xn, y1,1, y1,2, . . . , y1,m1 , y2,1, . . . yd,md

) egy Fq-beli, mo-
nomok összegeként adott polinom, ahol az x1, x2, . . . , xn változók Fq-beli, az
yk,1, yk,2, . . . , yk,mk

változók Hk-beli értéket vehetnek fel (n,mk ∈ N). Ekkor
Fq |= p ≈ 0 eldöntése O (||p||) id®t igényel.

Bizonyítás. Az alábbiakban egy O (||p||) idej¶ algoritmust adunk, mellyel
Fq |= p ≈ 0 eldönthet®. Az Fq véges test minden a elemére aq = a telje-
sül. A Hk csoport rendje hk, így Lagrange tétele szerint minden b elemére
bhk = 1 teljesül (1 ≤ k ≤ d). Ezért Fq |= xq

i ≈ xi bármely 1 ≤ i ≤ n
indexre és yhk

k,j minden Hk-beli helyettesítésen 1-et vesz fel bármely 1 ≤ j ≤
≤ mk indexre. Egy Fq feletti xi, yk,j változóktól függ® polinomot nevezzünk
egyszer¶ polinomnak, ha minden benne szerepl® xi változó kitev®je eleme az
{1, 2, . . . , q − 1} halmaznak és minden benne szerepl® yk,j változó kitev®je
eleme a {0, 1, 2, . . . , hk − 1} halmaznak. Minden Fq feletti polinom átírható
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egy vele ekvivalens egyszer¶ polinommá az xi, yk,j változók kitev®inek cse-
réjével. Az így kapott egyszer¶ polinom az adott polinom xq

i − xi és y
hk
k,j − 1

polinomokkal vett osztási maradéka. Írjuk át a p polinomot vele ekvivalens
egyszer¶ polinommá. A lehetséges összevonások elvégzése után így kapott
polinomot jelöljük p̃-mal. Ekkor Fq |= p ≈ p̃. Tehát Fq |= p ≈ 0 akkor és
csakis akkor teljesül, ha Fq |= p̃ ≈ 0 teljesül.

Most a változók száma szerinti teljes indukcióval belátjuk, hogy Fq |= p̃ ≈
≈ 0 pontosan akkor teljesül, ha p̃ a konstans 0 polinom. Ha p̃ változó nélküli,
akkor ez nyilván igaz. Tegyük fel, hogy bármely legfeljebb l változós, egyszer¶
p̃ polinomra Fq |= p̃ ≈ 0 pontosan akkor teljesül, ha p̃ minden együtthatója
0. Legyen most p̃ egy l+1 változós, egyszer¶ polinom. Legyen z a p̃ polinom
egy változója és tekintsük p̃-t ebben a változóban. Két esetet különböztetünk
meg: z = xi, illetve z = yk,j valamely i, k, j indexre.

Ha z = xi valamely i indexre, akkor p̃ = sq−1 · zq−1 + sq−2 · zq−2 + · · · +
+s1 ·z+s0, ahol s0, s1, . . . , sq−1 legfeljebb l változós, z-t®l független, egyszer¶
polinomok. Tekintsük egy tetsz®leges helyettesítését a nem z változóknak.
Az így kapott polinomot jelöljük p̂(z)-vel. Ekkor p̂(z) csak z-t®l függ, és
Fq |= p̂(z) ≈ 0 teljesül. Tehát p̂(z) egy legfeljebb q− 1 fokú polinom, aminek
q darab gyöke van. Ez csak úgy lehet, ha p̂(z) maga a 0 polinom. Tehát a nem
z változók tetsz®leges helyettesítésére az si együtthatók mindegyike 0. Tehát
Fq |= si ≈ 0 teljesül. Így az indukciós feltevés szerint az összes si egyszer¶
polinom minden együtthatója 0. Tehát p̃ minden együtthatója 0.

A z = yk,j esetet hasonlóan bizonyítjuk. Ekkor p̃ = thk−1 · zhk−1 +
+ thk−2 · zhk−2 + · · · + t1 · z + t0, ahol t0, t1, . . . , thk−1 legfeljebb l változós,
z-t®l független, egyszer¶ polinomok. Tekintsük egy tetsz®leges helyettesíté-
sét a nem z változóknak. Az így kapott polinomot jelöljük p̂(z)-vel. Ekkor
p̂(z) csak z-t®l függ, és mindenHk-beli helyettesítésre 0-át vesz fel. Tehát p̂(z)
legfeljebb egy hk − 1 fokú polinom, aminek hk darab gyöke van. Ez csak úgy
lehet, ha p̂(z) maga a 0 polinom. Tehát a nem z változók tetsz®leges helyet-
tesítésére a ti együtthatók mindegyike 0. Tehát Fq |= ti ≈ 0 teljesül. Így az
indukciós feltevés szerint az összes ti egyszer¶ polinom minden együtthatója
0. Tehát p̃ minden együtthatója 0.

Ezzel beláttuk, hogy Fq |= p̃ ≈ 0 pontosan akkor teljesül, ha p̃ a konstans
0 polinom. A p polinom p̃ egyszer¶ polinommá való átírása során kicseréltük
az xi, yk,j változók kitev®it, majd elvégeztük a lehetséges összevonásokat.
Ez O (||p||) id® alatt megtehet®. Tehát a most közölt algoritmus id®igénye
O (||p||). Tehát Fq |= p ≈ 0 eldöntése O (||p||) id®t igényel.

4. Tétel. Legyen Fq a q elem¶ test, ahol q egy prímhatvány. Legyenek H1, H2

. . . Hd részcsoportok. Legyen l természetes szám. Legyenek p1, p2, . . . , pl mo-
nomok összegeként adott, x1, x2, . . . , xn, y1,1, y1,2, . . . , y1,m1 , y2,1, . . . yd,md

-t®l füg-
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g®, Fq-beli polinomok, ahol x1, x2, . . . , xn változók Fq-beli, yk,1, yk,2, . . . yk,mk

változók Hk-beli értéket vehetnek fel minden 1 ≤ k ≤ d esetén (n,mk ∈ N).
Legyen N = max{||pi|| : 1 ≤ i ≤ l}. Ekkor a p1 = 0, p2 = 0, . . . , pl = 0
egyenletrendszer megoldhatósága O

(
N lq
)
id®ben eldönthet®.

Bizonyítás. Legyen ri az a polinom, melyet úgy kapunk, hogy az 1 − pq−1i

polinomot monomok összegére bontjuk (1 ≤ i ≤ l). Az ri polinom hossza
legfeljebb N q és pi-b®l O (N q) id®ben kiszámolható. Vegyük észre, hogy ri
lehetséges értéke egy helyettesítésnél 0 vagy 1. Továbbá ri valamely helyette-
sítésre pontosan akkor vesz fel 1-et értékként, ha a pi polinom értéke 0 ugyan-
ezen a helyettesítésen. Legyen r az a polinom, melyet úgy kapunk, hogy az
r1r2 . . . rl polinomot monomok összegére bontjuk. Az r polinom hossza leg-
feljebb N lq és O

(
N lq
)
id®ben kiszámítható. Vegyük észre, hogy Fq |= r ≈ 0

pontosan akkor nem teljesül, ha van olyan helyettesítés, melyre minden ri
polinom 1-et vesz fel értékként (1 ≤ i ≤ l). Tehát, ha van olyan helyette-
sítés melyre p1 = 0, p2 = 0, . . . , pl = 0 egyenletek egyszerre oldhatók meg.
Az 1.4. lemma szerint Fq |= r ≈ 0 eldöntése O (||r||) id®ben tehet® meg.
Tehát a p1 = 0, p2 = 0, . . . , pl = 0 egyenletrendszer megoldhatósága O

(
N lq
)

id®ben eldönthet®.
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2. fejezet

Egyenletmegoldhatóság

bonyolultsága szemipattern

csoportban

2.1. Szemipattern csoport

Legyen Fq egy véges test, és tekintsük azon m ×m-es Fq feletti mátrixokat
amelyek f®átlója alatt csupa nulla, f®átlóban csupa nem nulla elem szerepel. E
mátrixok csoportot alkotnak a szorzásra nézve, melyet T (m,Fq)-val jelölünk:

T (m,Fq) =




h1 a1,2 a1,3 . . . a1,m
0 h2 a2,3 . . . a2,m
0 0 h3 . . . a3,m
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . hm

 : hi ∈ F×q , ai,j ∈ Fq, 1 ≤ i < j ≤ m


.

Jelölje Im az m×m-es egységmátrixot, Ei,j azt az m×m-es mátrixot, amely
i-edik sorának j-edik eleme egy, minden más eleme nulla. Legyen B(m) =
= {Ei,j : 1 ≤ i < j ≤ m}, X ⊆ B(m). A T (m,Fq) csoport egy

{Im +
∑

Ei,j∈X

ai,jEi,j : ai,j ∈ Fq}

alakú részcsoportját pattern csoportnak nevezzük és UX(m,Fq)-val jelöljük
[1]. Legyenek H1, H2, . . . , Hm részcsoportok F×q -ben, legyen továbbá Y =
= {(i,Hi) : Hi 6={1}, 1 ≤ i ≤ m}. Tekintsük azon m×m-es Fq feletti mátri-
xokat amelyek f®átlójának i-edik eleme Hi-beli, minden más eleme nulla. E
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mátrixok normálosztót alkotnak T (m,Fq)-ben, amelyet NY (m,Fq)-val jelö-
lünk:

NY (m,Fq) =




h1 0 0 . . . 0
0 h2 0 . . . 0
0 0 h3 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . hm

 : h1 ∈ H1, h2 ∈ H2, . . . , hm ∈ Hm


.

A T (m,Fq) csoport UX(m,Fq)NY (m,Fq) részcsoportját szemipattern cso-
portnak nevezzük és TX,Y (m,Fq)-val jelöljük.

1. Példa. A T (3,F3) csoport

TB(3),{(2,F×
3 )}(3,F3) =


1 a b
0 h c
0 0 1

 : a, b, c ∈ F3, h ∈ F×3


részcsoportja egy 54 elem¶ szemipattern csoport.

A 2. fejezeteben szemipattern csoport feletti egyenletmegoldhatóság, il-
letve ekvivalencia probléma bonyolultságát fogjuk meghatározni. Ezen prob-
lémák bonyolultsága eddig még az 1. példában szerepl® csoportra sem volt
ismert.

A most következ® lemmákban a T (m,Fq)-beli mátrixszorzást a mátri-
xok elemei segítségével jellemezük. Így egyszer¶ képletet kapunk a T (m,Fq)
csoportban történ® számolásokhoz.

2.1. Lemma. Legyen n egy természetes szám. Legyen minden 1 ≤ k ≤ n
esetén

Ak =


h1,k a1,2,k a1,3,k . . . a1,m,k

0 h2,k a2,3,k . . . a2,m,k

0 0 h3,k . . . a3,m,k
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . hm,k

 ∈ T (m,Fq) .

Ekkor az A1A2 . . . An szorzat i-edik sorának j-edik eleme:

� 0, ha i > j ;

�
∏n

k=1 hi,k, ha i = j ;

11



�
j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,j,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

hj,db+1
,

ha i < j.

A 2.1. lemma bizonyítása megtalálható az A. függelékben. A lemma az 1. pél-
dában szerepl® m = 3 esetben az alábbi módon egyszer¶södik.

2.2. Lemma. Legyen n egy természetes szám. Legyen minden 1 ≤ k ≤ n

esetén Ak =

dk ak bk
0 ek ck
0 0 fk

 ∈ T (3,Fq) . Ekkor

A1A2 . . . An =

∏n
k=1 dk

∑n
k=1

∏k−1
i=1 diak

∏n
j=k+1 ej b

0
∏n

k=1 ek
∑n

k=1

∏k−1
i=1 eick

∏n
j=k+1 fj

0 0
∏n

k=1 fk

 ,

ahol

b =
n∑

k=1

k−1∏
i=1

dibk

n∏
j=k+1

fj +
n∑

l=2

l−1∑
m=1

m−1∏
i=1

diam

l−1∏
j=m+1

ejcl

n∏
k=l+1

fk.

Bizonyítás. A lemma n szerinti teljes indukcióval igazolható.
Az n = 1 eset triviális.
Tegyük fel, hogy n-re igaz az állítás.
Jelölje az A1A2 . . . An szorzatot

A =

d a b
0 e c
0 0 f

 .
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Ekkor az indukciós feltevés szerint d =
∏n

k=1 dk, e =
∏n

k=1 ek, f =
∏n

k=1 fk,

a =
n∑

k=1

k−1∏
i=1

diak

n∏
j=k+1

ej,

c =
n∑

k=1

k−1∏
i=1

eick

n∏
j=k+1

fj,

b =
n∑

k=1

k−1∏
i=1

dibk

n∏
j=k+1

fj +
n∑

l=2

l−1∑
m=1

m−1∏
i=1

diam

l−1∏
j=m+1

ejcl

n∏
k=l+1

fk.

Jelölje az A1A2 . . . AnAn+1 szorzatot

A′ =

d′ a′ b′

0 e′ c′

0 0 f ′

 .

Ekkor, A′ = AAn+1, így a f®átlóbeli elemekre triviális az állítás, továbbá

a′ =
n∏

k=1

dkan+1 + aen+1 =
n∏

k=1

dkan+1 +
n∑

k=1

k−1∏
i=1

diak

n∏
j=k+1

ejen+1 =

=
n+1∑
k=1

k−1∏
i=1

diak

n+1∏
j=k+1

ej,

c′ =
n∏

k=1

ekcn+1 + cfn+1 =
n∏

k=1

ekcn+1 +
n∑

k=1

k−1∏
i=1

eick

n∏
j=k+1

fjfn+1 =

=
n+1∑
k=1

k−1∏
i=1

eick

n+1∏
j=k+1

fj,

b′ =
n∏

k=1

dkbn+1 + acn+1 + bfn+1 =
n∏

k=1

dkbn+1 +
n∑

k=1

k−1∏
i=1

diak

n∏
j=k+1

ejcn+1+

n∑
k=1

k−1∏
i=1

dibk

n∏
j=k+1

fjfn+1 +
n∑

l=2

l−1∑
m=1

m−1∏
i=1

diam

l−1∏
j=m+1

ejcl

n∏
k=l+1

fkfn+1 =

=
n+1∑
k=1

k−1∏
i=1

dibk

n+1∏
j=k+1

fj +
n+1∑
l=2

l−1∑
m=1

m−1∏
i=1

diam

l−1∏
j=m+1

ejcl

n+1∏
k=l+1

fk.
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2.3. Következmény. A 2.1. lemmában szerepl® A1A2 . . . An szorzat i-edik
sorának j-edik elemét jellemz® kifejezés hosszát n függvényeben vizsgáljuk.
Vegyük észre, hogy az i < j esetén szerepl® képletben b = k választás-
nál

(
j−i−1

k

)
O
(
nk+1

)
darab n hosszú szorzat összege szerepel. Így ezen képlet

hossza

O

(
j−i−1∑
b=0

(
j − i− 1

b

)
nb+1 · n

)
= O

(
nj−i+1

)
.

Tehát a szorzatmátrix elemeit jellemz® kifejezések hosszának maximuma O (nm).
Az m kitev® csak a szemipattern csoporttól függ, n-t®l független.

2.2. Egyenletmegoldhatóság szemipattern csopor-

tokban

Legyen TX,Y (m,Fq) egy szemipattern csoport. Legyen továbbá T = T1T2 . . . Tn

egy TX,Y (m,Fq) feletti polinom. Tehát Tk egy konstanst vagy változót jelölhet
TX,Y (m,Fq) felett (1 ≤ k ≤ n). Természetesen különböz® index¶ Tk-k jelöl-
hetik ugyanazon változót vagy konstanst is.

Vezessük be a következ® jelölést:

Tk =


y1,k x1,2,k x1,3,k . . . x1,m,k

0 y2,k x2,3,k . . . x2,m,k

0 0 y3,k . . . x3,m,k
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ym,k

 . (2.1)

Ha Tk ∈ TX,Y (m,Fq) konstanst jelölt akkor yi,k Hi-beli, xi,j,k Fq-beli kons-
tansok (1 ≤ i < j ≤ m). Hasonlóan, ha Tk ∈ TX,Y (m,Fq) változó, akkor
yi,k Hi-beli, xi,j,k Fq-beli változók úgy, hogy Tk = Tl akkor és csakis akkor,
ha yi,k = yi,l és xi,j,k = xi,j,l teljesül minden 1 ≤ i < j ≤ m esetén. Ha
(i,Hi) /∈ Y , akkor Hi = {1}, így yi,k = 1 minden 1 ≤ k ≤ n indexre.
Ha Bi,j /∈ X, akkor a TX,Y (m,Fq) csoportot alkotó mátrixok i-edik sorának
j-edik eleme 0, így xi,j,k = 0 bármely 1 ≤ k ≤ n esetén.
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Ezen jelöléssel a T kifejezés az alábbi alakra hozható:

T =


y1,1 x1,2,1 x1,3,1 . . . x1,m,1

0 y2,1 x2,3,1 . . . x2,m,1

0 0 y3,1 . . . x3,m,1
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ym,1




y1,2 x1,2,2 x1,3,2 . . . x1,m,2

0 y2,2 x2,3,2 . . . x2,m,2

0 0 y3,2 . . . x3,m,2
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ym,2

 . . .

. . .


y1,n x1,2,n x1,3,n . . . x1,m,n

0 y2,n x2,3,n . . . x2,m,n

0 0 y3,n . . . x3,m,n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ym,n

 .

A szorzást elvégezve 2.1. lemma alapján

T =


y1 x1,2 x1,3 . . . x1,m

0 y2 x2,3 . . . x2,m

0 0 y3 . . . x3,m
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . ym

 , (2.2)

ahol

yi =
n∏

k=1

yi,k,

xi,j =

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

yi,d0xi,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

yl1,d1

b∏
e=2

xle−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

yle,dexlb,j,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

yj,db+1
.

Speciálisan, ha (i,Hi) /∈ Y , akkor yi = 1, ha Bi,j /∈ X, akkor xi,j = 0.
A T polinom pontosan akkor vehet fel Im-et valamely helyettesítésre, ha

yi 1-et, xi,j 0-t vesz fel ugyanerre a helyettesítésre (1 ≤ i < j ≤ m). Tehát
a T = Im egyenlet akkor és csakis akkor kielégíthet®, ha az yi = 1, xi,j = 0
egyenletekb®l álló egyenletrendszer megoldható Fq felett. Ez egy speciális Fq

feletti, monomok összegeként felírt egyenletb®l álló egyenletrendszer, mely-
ben az yi,k változók Hi-b®l, az xi,j,k változók Fq-ból származnak (1 ≤ k ≤ n).
Így a 4. tételben leírt módszerrel ezen egyenletrendszer megoldhatósága ha-
tékonyan eldönthet®.

15



2. Példa. Alkalmazzuk a 2.2. szakaszban közölt módszert az 1. példában
szerepl® TB(3),{(2,F×

3 )}(3,F3) csoportra. Legyen T = T1T2 . . . Tn egy polinom
TB(3),{(2,F×

3 )}(3,F3) felett. Legyen minden 1 ≤ k ≤ n esetén:

Tk =

1 uk vk
0 yk wk

0 0 1

 .

Itt yk F×3 -beli, uk, vk, wk F3-beli konstanst vagy változót jelölhet. Így T
a 2.2. lemma alapján az alábbi alakra hozható:

T =

1 u1 v1
0 y1 w1

0 0 1

1 u2 v2
0 y2 w2

0 0 1

 . . .

1 un vn
0 yn wn

0 0 1

 =

1 u v
0 y w
0 0 1

 ,

ahol

u =
n∑

k=1

uk

n∏
i=k+1

yi, v =
n∑

k=1

vk +
n∑

k=2

k−1∑
l=1

ul

k−1∏
i=l+1

yiwk,

y =
n∏

k=1

yk, w =
n∑

k=1

k−1∏
i=1

yiwk.

Tehát a T = I3 egyenlet akkor és csakis akkor megoldható, ha az y = 1,
u = 0, v = 0, w = 0 egyenletrendszer megoldható F3 felett. Ez a 4. tételben
leírt módszerrel hatékonyan eldönthet®.

2.3. Az algoritmus id®igénye

Az algoritmus bemenete egy TX,Y (m,Fq) feletti T = T1T2 . . . Tn polinom. Az
n számot a T polinom hosszának nevezzük, és ennek függvényében vizsgál-
juk algoritmusunk id®igényét. Els® lépésként a T1T2 . . . Tn szorzat minden Tk

tényez®jét átírjuk (2.1) alakba (1 ≤ k ≤ n). Ez a lépés O (n) id®t igényel.
Majd meghatározzuk a T1T2 . . . Tn szorzatot, így a (2.2) kifejezéshez jutunk.
Ha (i,Hi) ∈ Y , akkor a (2.2)-ben szerepl® yi kifejezés hossza O (n), egyéb-
ként yi = 1. Ha Bi,j ∈ X, akkor az xi,j kifejezés hossza a 2.3. következmény
szerint legfeljebb O (nm), egyébként xi,j = 0. Ez a lépés O (nm) id®t igényel.

A T = Im egyenlet pontosan akkor megoldható, ha a yi = 1, xi,j = 0
egyenletrendszer megoldható Fq felett (1 ≤ i < j ≤ m). Ez egy Fq test feletti
|X|+ |Y | nem triviális egyenletb®l álló egyenletrendszer, melyben az egyenle-
tek monomok összegeként vannak felírva, és hosszaik maximuma O (nm). En-
nek megoldhatóságáról a 4. tétel szerint l = |X|+|Y |, N = O (nm) paraméte-
rek mellett O

(
nmq(|X|+|Y |)) id®ben dönthetünk. Tehát tetsz®leges TX,Y (m,Fq)
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feletti T polinom megoldhatósága O
(
nmq(|X|+|Y |)) id®ben eldönthet®. A kite-

v®ben szerepl® mq(|X| + |Y |) kifejezés csak az TX,Y (m,Fq) csoporttól függ,
n-t®l független, így az algoritmus valóban polinom idej¶.

Az 1.3. állítás szerint, ha egy véges csoport feletti egyenletmegoldhatóság
P-beli, akkor az ekvivalencia is az. Tehát TX,Y (m,Fq) felett az ekvivalencia
probléma is polinom id®ben eldönthet®.

3. Példa. A TB(3),{(2,F×
3 )}(3,F3) csoport feletti egyenletmegoldhatóság prob-

léma a 2. példában közölt algoritmussal O
(
n3·3(3+1)

)
= O (n36) id®ben el-

dönthet®.
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A függelék

Mátrixszorzás T
(
m,Fq

)
-ban

A.1. Lemma. Legyen n egy természetes szám. Legyen minden 1 ≤ k ≤ n
esetén

Ak =


h1,k a1,2,k a1,3,k . . . a1,m,k

0 h2,k a2,3,k . . . a2,m,k

0 0 h3,k . . . a3,m,k
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . hm,k

 ∈ T (m,Fq) .

Ekkor az A1A2 . . . An szorzat i-edik sorának j-edik eleme (1 ≤ i, j ≤ m):

� 0, ha i > j ;

�
∏n

k=1 hi,k, ha i = j ;

�
j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,j,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

hj,db+1
,

ha i < j.

Bizonyítás. A lemma n szerinti teljes indukcióval igazolható.
Az n = 1 esetben az állítás i ≥ j-re triviális. Ha i < j, akkor

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

1∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,j,kb+1

1∏
db+1=kb+1+1

hj,db+1
=

1∑
k1=1

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,j,k1

1∏
d1=k1+1

hj,d1 = ai,j,1.
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Tegyük fel, hogy n-re igaz az állítás.
Jelölje az A1A2 . . . An szorzatot

A =


h1 a1,2 a1,3 . . . a1,m
0 h2 a2,3 . . . a2,m
0 0 h3 . . . a3,m
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . hm

 .

Ekkor az indukciós feltevés szerint

hi =
n∏

k=1

hi,k,

ai,j =

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,j,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

hj,db+1
.

Jelölje az A1A2 . . . AnAn+1 szorzatot

A′ =


h1
′ a1,2

′ a1,3
′ . . . a1,m

′

0 h2
′ a2,3

′ . . . a2,m
′

0 0 h3
′ . . . a3,m

′

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . hm

′

 .

Ekkor A′ = AAn+1, így

hi
′ =

n∏
k=1

hi,khi,n+1 =
n+1∏
k=1

hi,k,

ai,j
′ = hiai,j,n+1 +

j−1∑
f=i+1

ai,faf,j,n+1 + ai,jhj,n+1 =
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=
n∏

k=1

hi,kai,j,n+1 +

j−1∑
f=i+1

f−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<f

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,f,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

hf,db+1
af,j,n+1 +

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

n∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,j,kb+1

n∏
db+1=kb+1+1

hj,db+1
hj,n+1 =

j−i−1∑
b=0

∑
i<l1<···<lb<j

n+1∑
kb+1=b+1

b∑
c=1

kc+1−1∑
kc=c

k1−1∏
d0=1

hi,d0ai,l1,k1

k2−1∏
d1=k1+1

hl1,d1

b∏
e=2

ale−1,le,ke

ke+1−1∏
de=ke+1

hle,dealb,j,kb+1

n+1∏
db+1=kb+1+1

hj,db+1
.
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